GEOMETRIA E ALGEBRA – Traccia I

Data: 30 GIUGNO 2017    
CORSO:  ______   


        LAUREA Ing. ______________________ 

COGNOME________________________NOME_____________  Matr. _________

Q1) Dare la definizione di spazio vettoriale. 
Q2) Dimostrare che se W1 e W2 sono due sottospazi vettoriali di V(K), [image: image1.emf]
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 è anch’esso un sottospazio vettoriale di V(K).
Q3) Calcolare l’inversa della matrice 
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Q4) Sia 
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la matrice associata all’endomorfismo [image: image4.emf]
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, rispetto alla base canonica. Calcolare:
a) una base e la dimensione di Im(f);

b) una base e la dimensione di Ker(f);

c) dire se f è ingettiva, surgettiva, bigettiva.

Q5) Data la conica di equazione x2 - 2xy – y2 - 2x - 2y +1 = 0,
a) classificare la conica (specie e genere);

b) calcolare la matrice di rotazione. 

Q6) Nello spazio euclideo S3, nel quale è fissato un riferimento cartesiano ortogonale RC(O,x,y,z), sono dati i punti A(2,1,0), B(-1,1,-3) e la retta r di equazioni 

[image: image5.emf]
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Calcolare la lunghezza del segmento A’B’, proiezione ortogonale di AB sulla retta r.
Soluzione 
Q1) Se K è un campo e se V è un insieme non vuoto dotato di una operazione interna + e di una operazione esterna ∙ avente K come dominio degli operatori, si dice che V è uno spazio vettoriale su K se e solo se sono verificate le seguenti proprietà:

(V, +) è un gruppo abeliano, ovvero la legge di composizione interna + verifica le seguenti proprietà:
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e, inoltre, la legge di composizione esterna ∙ verifica le seguenti ulteriori proprietà:

SV5) [image: image10.wmf])
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hv

u

v

h

V

u

v

K

h

+

=

+

Î

"

Ù

Î

"

)

(

:

,
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, dove 1K è l’elemento neutro di K per la moltiplicazione.
Q2) Siano W1 e W2 due sottospazi di V(K) e dimostriamo che [image: image14.wmf]{
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, munito delle leggi di composizione di V[K], è un sottospazio di V[K].
Dim. 
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(2) [image: image18.emf]
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(3) [image: image20.emf]
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∀k ∈ K ∧∀w ∈W1∩W2 : k ∈ K ∧
w ∈W1



w ∈W2



⎧
⎨
⎩



⇒
kw ∈W1



kw ∈W2



⎧
⎨
⎩



⇒ kw12 ∈W1∩W2.










"

k

Î

K

Ù"

w

Î

W

1

Ç

W

2

:

k

Î

K

Ù

w

Î

W

1

w

Î

W

2

ì

í

î

Þ

kw

Î

W

1

kw

Î

W

2

ì

í

î

Þ

kw

12

Î

W

1

Ç

W

2

.


Dunque, [image: image22.emf]
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 è un sottospazio vettoriale di V(K).

Q3) Sia 

[image: image23.emf]
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Poiché
[image: image24.emf]


det(B) =
1 0 −2
−3 2 1
2 0 4



= 2 ⋅ 1 −2
2 4



= 2 ⋅8 =16 ≠ 0










det(

B

)

=

1 0

-

2

-

3 2 1

2 0 4

=

2

×

1

-

2

2 4

=

2

×

8

=

16

¹

0


la matrice B è invertibile: calcoliamo l’inversa con il metodo della matrice aggiunta.

I complementi algebrici di B sono:

[image: image25.emf]
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La matrice aggiunta di B è

[image: image28.emf]
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la trasposta dell’aggiunta è

[image: image29.emf]
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la matrice inversa di B è

[image: image30.emf]
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Q4) Sia 
[image: image31.emf]
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la matrice associata all’applicazione f. Calcoliamo le sue equazioni:

[image: image32.emf]
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[image: image33.emf]


f (x, y, z) = (x − y+ 2z,−4y,−2x − y+ 4z)
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Considerata la matrice 
[image: image36.emf]
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avente per colonne le componenti dei vettori [image: image37.emf]
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Una base di Im(f) è 
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dim Im(f) = 3.
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[image: image42.emf]
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Dunque, Ker(f) non ha basi e dim Ker(f) = 0.

Poiché  [image: image43.emf]
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 f è surgettiva  e   poiché  dim Ker(f) = 0, f è ingettiva e quindi f è bigettiva.
Q5)  E’ data la conica di equazione x2 - 2xy – y2 - 2x - 2y -1 = 0.
Le matrici associate alla conica sono:
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Poiché 

[image: image45.emf]


det(A00 ) = −1−1= −2 < 0
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la conica è un’iperbole e poiché

det(A) = 0 (II e III riga uguali)
la conica è degenere.
Per ottenere le due rette che compongono la conica, si deve ricavare x  in funzione di y (o rispettivamente, y in funzione di x):

[image: image46.emf]


x2 − 2x(y+1)− (y2 + 2y+1) = 0⇔ x2 − 2x(y+1)− (y+1)2 = 0.
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Δ
4
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Quindi, le due rette componenti la conica hanno equazione:
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r1 : x = y+1− 2y− 2⇔ x + ( 2 −1)y+ ( 2 −1) = 0;
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r2 : x = y+1+ 2y+ 2⇔ x − ( 2 +1)y− ( 2 +1) = 0.
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Q6) Sia r la retta di equazioni
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La matrice dei coefficienti di r è
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e i parametri direttori di r sono
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Il piano [image: image53.emf]


α










a

, passante per A(2,1,0) e perpendicolare ad r, ha equazione

[image: image54.emf]


0(x − 2)+1(y−1)+1(z− 0) = 0⇔ y+ z−1= 0,










0(x-2)+1(y-1)+1(z-0)=0Ûy+z-1=0,


il piano [image: image55.emf]


β










b

, passante per B(-1,1,-3) e perpendicolare ad r, ha equazione

[image: image56.emf]


0(x +1)+1(y−1)+1(z+3) = 0⇔ y+ z+ 2 = 0.










0(x+1)+1(y-1)+1(z+3)=0Ûy+z+2=0.


La proiezione di A su r è
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la proiezione di B su r è

[image: image58.emf]
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Quindi:
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FOGLIO DELLE RISPOSTE

(Q1) Vedi soluzione.
(Q2) Vedi soluzione. 
(Q3) Matrice inversa B -1:
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(Q4) 

a) BIm(f) =  [image: image61.emf]


BIm( f ) = (1, 0,−2), (−1,−4,−1), (2, 0, 4){ };
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;

 
               dim Im(f) = 3;
b) Bker(f) = //;





               dim Ker(f) = 0;
c) f:    ingettiva SI 

surgettiva: SI 

    bigettiva: SI   

(Q5) 

a) Specie: IPERBOLE;

 

    Genere: DEGENERE
b) Matrice di rotazione: //
    [image: image62.emf]


RETTE : x + ( 2 −1)y+ ( 2 −1) = 0; x − ( 2 +1)y− ( 2 +1) = 0.
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(Q6)     A’(2; 3/2; - ½) ,  B’(2, 0, - 2)
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